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Показана можливість, використовуючи ти-
пову методику, синтезу цифрових регулято-
рів у  такий спосіб, щоби забезпечувалася мак-
симальна аперіодичність технологічних проце-
сів, для яких вони використовуються. На прикла-
ді об’єкта керування 2-го порядку наведено роз-
рахунок таких регуляторів для стрибкоподібних 
і  лінійно-змінюваних вхідних сигналів. Також пока-
зано, що внаслідок незначної коливальності, мож-
на забезпечити високу якість перехідних процесів 
одночасно для кількох різних вхідних впливів.

The article discusses obtaining aperiodicity for 
most technological processes that are used in in-
dustry, such as maintaining temperature, moisture 
content, angular velocity, and so on. Some of these 
processes do not allow significant or even minor 
overshoot, as this can lead to damage to materials, 
equipment or finished products.

Also, the article analyzes the general issues of 
calculating aperiodic digital controllers, and also 
ana lyzes the operation of an automated control sys-
tem, which contains a digital controller, a zero-order 
lock and a control object. For such a system, based 
on a typical calculation methodology, a synthesis of 

seve ral regulators is presented. The essence of the 
calculation method was that with a known transfer 
function of the control object, the desired transfer 
function of the closed-loop automated control sys-
tem is set, and the required controller is synthesized 
on the basis of these transfer functions.

This calculation method assumes that the resul-
ting transient processes will have not only aperiodici-
ty, but also the absence of a static error and a mini-
mum flow time. At the same time, the quality of tran-
sient processes essentially depends on the type of in-
put signals: a step signal, a linearly varying signal, or 
a signal of any other type.

In addition, in the article, using a typical calcula-
tion methodology, the synthesis of a digital control-
ler is presented in such a way that it provides a sa-
tisfactory transient process simultaneously with both 
jump-like and linearly varying signals. This result was 
achieved by introducing a special weighting factor.

The article also shows that it is possible, in princip-
le, to synthesize digital controllers that provide aperio-
dicity of transient processes for control objects not 
only of the second order, but also of higher orders, as 
well as for input signals of other types (for example, 
changing according to a parabolic or harmonic law).
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Багато технологічних процесів у різних галузях 
промисловості полягають у підтриманні різних 

технологічних параметрів (таких як температура, 
тиск, рівень, витрата і так далі) або на заданому рівні, 
або згідно з певним законом. Зміна таких парамет рів 
залежно від часу, тобто перехідні процеси, у біль-
шості випадків повинна здійснюватися або без пе-
ререгулювання, або з невеликим перерегулюванням 
(не більше кількох відсотків). Автоматизовані систе-
ми керування, які призначені для керування такими 
технологічними процесами, часто мають назву сис-
тем з мінімальним часом перехідного процесу (або 
систем, оптимальних за швидкодією) [1].

Наявність перерегулювання вказує на таке. По-
перше, це те, що технологічні параметри можуть 
виходити за допустимі діапазони (наприклад, об’єкт 
керування може перегрітися або переохолодитися). 
По друге, це те, що в перехідному процесі є коли-
вальність — тобто технологічний параметр спочат-
ку збільшується, потім трохи зменшується, потім зно-
ву трохи збільшується і так далі. У багатьох випад-
ках наявність перерегулювання, особливо достатньо 
великого (кілька десятків відсотків), є недопустимим.

Мета цієї статті полягає в тому, щоби для ти-
пових передатних функцій об’єктів керування різних 
галузей промисловості визначити алгоритм синтезу 
цифрових регуляторів у такий спосіб, щоби вони за-
безпечували повністю аперіодичні перехідні проце-
си або аперіодичні перехідні процеси з невеликим 
перерегулюванням за вхідних впливів у виді ступін-
чатого або лінійно-змінюваного сигналу. При цьому 
синтезовані цифрові регулятори повинні були мати 
нульову статичну помилку, мати мінімально можливу 
тривалість перехідних процесів і бути такими, щоб 
їх можна було фізично реалізувати [2]. Оскільки нулі 
і полюси дискретної передаткової функції неперерв-
ного об’єкта керування на практиці можна визначи-
ти лише приблизно, то отримані перехідні процеси 
також будуть не ідеальними, а з невеликими похиб-
ками (псевдоідеальними) [2].

Розглянемо типову структурну схему побудови ав-
томатизованої системи керування технологічним про-
цесом за використання цифрового регулятора (рис. 1). 
До складу такої системи входять цифровий регулятор 
з дискретною передатковою функ цією C(z), фіксатор 
з неперервною передатковою функцією H(s) і об’єкт 
керування з неперервною передатковою функцією 
W(s). На вхід надходить сигнал xВХ(t), а на виході отри-
мується сигнал xВИХ(t). Різниця між сигналами xВХ(t) 
і xВИХ(t) представляє собою розузгодження ε(t).

Отже, z-перетворення розузгодження ε(t) мати-
ме такий вид:

  (1)

де Φ(z) — передаткова функція автоматизованої 
системи керування у замкненому стані. Вона має 
такий вид:

 Φ z
C z Q z
C z Q z

( ) = ( ) ( )
+ ( ) ( )1

. (2)

Із формули (2) також можна отримати, що

 C z
Q z

z
z

( ) = ( )
( )

− ( )
1
1
Φ
Φ

.  (3)

Оскільки в автоматизованій системі керування 
застосовується цифровий регулятор, то вимірюван-
ня вхідних і формування вихідних сигналів необхід-
но виконувати з періодом дискретизації T (який під 
час роботи такої системи переважно є незмінним) 
в моменти часу kT, де k = 0,1,2…. Вхідні сигнали 
автоматизованих систем керування (наприклад, та-
ких, які працюють у режимі слідкування) зазвичай 
представляють собою сигнали, які змінюються або 
стрибкоподібно, або лінійно. Якщо вхідний сигнал 
таких систем має більш складну форму, то його біль-
шу частину можна представити в виді стрибкоподіб-
них або лінійно-змінюваних функцій.

Стрибкоподібний сигнал виду xВХ(t) = 1 має 
z-перетворення z/(z – 1), а лінійно-змінюваний сиг-
нал виду xВХ(t) = t — z-перетворення Tz/(z – 1)2. 
Якщо зробити припущення, що (z – 1)ε(z)/z не має 
полюсів у області 1≤ z  й існує скінчене значен-
ня послідовності ε k[ ]{ } , то, згідно з теоремою про 
кінцеве значення, воно може бути отримано у та-
кий спосіб [3, 4]:

  (4)

Рис. 1. Структурна схема автоматизованої системи 
керування

Fig. 1. Block diagram of the automated control system
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Оскільки z-перетворення від стрибкоподібних 
і лінійно-змінюваних сигналів xВХ(t) не утримують 
нулів z = 1, то для того, щоби для вхідного сигналу 
xВХ(t) = 1 виконувалася умова:

  (5)

а для вхідного сигналу xВХ(t) = t виконувалася умова:

  (6)

необхідно, відповідно, щоби множник 1 – Φ(z) утри-
мував складові (z – 1)/z і (z – 1)2/z2. Тоді для цих 
вхідних сигналів повинні виконуватися, відповідно, 
умови
 1 1

− ( ) = − ( )Φ z z
z
P z  (7)

і

 1
1 2

2− ( ) =
−( ) ( )Φ z
z
z

P z ,  (8)

де P(z) — поліном від змінної 1/z. Звідси для стриб-
коподібних і лінійно-змінюваних сигналів xВХ(t) 
отримаємо, відповідно, що

 Φ z
z z P z

z
( ) =

− −( ) ( )1
 (9)

і

 Φ z
z z P z

z
( ) =

− −( ) ( )2 2

2

1
.  (10)

Підставляючи формули (9) і (10) у формулу (1), 
можна отримати, що
 ε z P z( ) = ( ) ,  (11)
і

 ε z T
z
P z( ) = ( ) .  (12)

Як показано в [2], для стрибкоподібних і лінійно-
змінюваних сигналів xВХ(t) можна прийняти, 
що P(z) = 1. Підставляючи цей вираз у формули (9) 
і (10), для таких сигналів можна отримати, що
 Φ z z( ) =1  (13)
і
 Φ z z z( ) = −( )2 1 2 .  (14)

Звідси для таких сигналів

 C z
Q z

z

z
Q z z

( ) = ( ) −
=

( ) −
1

1

1 1
1 1

1
 (15)

і

 C z
Q z

z
z
z
z

Q z
z

z z
( ) = ( )

−

−
−

=
( )

−
− +

1
2 1

1 2 1
1 2 1

2 1
2

2

2 .  (16)

Отже, для отримання аперіодичного перехід-
ного процесу, за стрибкоподібного вхідного сиг-
налу xВХ(t) , необхідно дискретну передаткову 

функцію Φ(z) автоматизованої системи керуван-
ня в замкненому стані (див. формулу (13)) за ві-
домої дискретної передаткової функції Q(z) непе-
рервної частини цієї системи підставити у форму-
лу (3), отримавши у такий спосіб дискретну пе-
редаткову функцію C(z) цифрового регулятора. 
Для лінійно-змінюваних вхідних сигналів алго-
ритм синтезу передаткової функції C(z) цифрово-
го регулятора є таким же, але замість передатко-
вої функції (13) повинна використовуватися пере-
даткова функція (14).

ОСНОВНИЙ ТЕКСТ СТАТТІ
Розглянемо об’єкт керування, який має аперіодич-

ну передаткову функцію W(s) 2-го порядку. Як та-
кий об’єкт може виступати плавильна піч, сушиль-
на камера, екструдер і так далі. Припустимо, що йо-
го передаткова функція W(s) має такий вид [5—10]:

 W s
s s

( ) =
+( ) +( )
1

25 1 5 1
,  (17)

де сталі часу 25 і 5 задаються у хвилинах. 
Припустимо, що як фіксатор застосовується фікса-
тор нульового порядку, — отже, його передаткова 
функція H(s) матиме такий вид:

 H s e
s

Ts

( ) = − −1 .  (18)

Оберемо період дискретизації T меншим в десять 
раз, ніж найменша із сталих часу об’єкта керування: 
отже, приймемо, що T = 0,5 хв. Відтак, передаткова 
функція Q(s) неперервної частини автоматизованої 
системи керування матиме такий вид:

 Q s H s W s e
s s s

Ts

( ) = ( ) ( ) = −
+( ) +( )

−1
25 1 5 1

.  (19)

Виконавши над нею дискретне перетворення, 
отримаємо дискретну передаткову функцію Q(z) не-
перервної частини автоматизованої системи керу-
вання:

Q z z
z
Z Q s z

z
Z H s W s

z
z
Z e
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 (20)

Отже, для стрибкоподібного вхідного сигналу 
xВХ(t) аперіодичний перехідний процес буде за умо-
ви, коли
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а для лінійно-змінюваного — за умови, коли

C z
z z z

z z
( ) =

− +( ) −( )
+( ) −

2

2

1 885036 0 886920 2 1

0 000961 0 000923 2

, ,

, , zz

z z z
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− + −
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1
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0 000961 0 0009

3 2

3

, , ,
, , 999 0 000886 0 0009232z z− +, ,

.

 (22)

Результати моделювання в пакеті Simulink наве-
дено на рис. 2—5. Із цих результатів видно, що циф-
ровий регулятор (згідно з формулою (21)) забез-
печує повністю аперіодичний перехідний процес 
з нульовою статичною помилкою за стрибкоподіб-
ного вхідного сигналу xВХ(t) (рис. 2). За лінійно-
змінюваного вхідного сигналу xВХ(t) (рис. 3) пере-
хідний процес також є аперіодичним, але статична 
помилка присутня.

Аналочно до цього, цифровий регулятор (згідно 
з формулою (22)) забезпечує повністю аперіодичний 
перехідний процес з нульовою статичною помил-

кою за лінійно-змінюваного вхідного сигналу xВХ(t) 
(рис. 4). За стрибкоподібного вхідного сигналу xВХ(t) 
статична помилка також є нульовою, але перерегу-
лювання становить не менше (10…12) % (рис. 5).

Основним недоліком цифрового регулятора, роз-
рахованого як згідно з формулою (21), так і згід-
но з формулою (22), є те, що він забезпечує повну 
аперіодичність і нульову статичну помилку тільки 
для одного виду вхідного сигналу xВХ(t): або для 
стрибкоподібного, або для лінійно-змінюваного. 
Забезпечити наведені вище властивості перехід-
них процесів одночасно для сигналів різних видів 
не вдається. Але можна, використовуючи введен-
ня спеціального вагового коефіцієнта α в діапазоні 
від –1 до 1, забезпечити як для стрибкоподібних, так 
і для лінійно-змінюваних сигналів xВХ(t) синтез та-
кого цифрового регулятора, щоби він забезпечував 
одночасно і незначне перерегулювання, і незначну 
статичну помилку [2]. Це досягається заміною пере-
даткової функції Φ(z) автоматизованої системи ке-
рування у замкненому стані на аналогічну їй моди-
фіковану передаткову функцію ΦМОД.(z) згідно з та-
ким виразом:

Рис. 3. Перехідний процес за лінійно-змінюваного 
вхідного сигналу (настроювання цифрового 

регулятора — згідно з формулою (21))
Fig. 3. Transient process with a linearly variable input 

signal (setting the digital controller — according 
to formula (21))

Рис. 2. Перехідний процес за стрибкоподібного 
вхідного сигналу (настроювання цифрового 

регулятора — згідно з формулою (21))
Fig. 2. Transition process with abrupt input signal (setting 

the digital controller — according to formula (21))

Рис. 5. Перехідний процес за стрибкоподібного 
вхідного сигналу (настроювання цифрового 

регулятора — згідно з формулою (22)
Fig. 5. Transient process with abrupt input signal (digital 

controller setting — according to formula (22)

Рис. 4. Перехідний процес за лінійно-змінюваного 
вхідного сигналу (настроювання цифрового 

регулятора — згідно з формулою (22))
Fig. 4. The transient process with a linearly variable 

input signal (setting the digital controller — according 
to formula (22))
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  (23)

Зокрема, для стрибкоподібних сигналів xВХ(t) 
можна отримати, що

  (24)

а для лінійно-змінюваних — що

  (25)

Звідси для таких сигналів

 C z
Q z

z

z
Q z z

( ) = ( )

−
−

−
−
−

=
( )

−
−

1
1

1 1
1 1

1

α
α
α
α

α
 (26)

і

C z
Q z

z
z z

z
z z

Q z
z

z z
( ) = ( )

−( ) −
−

−
−( ) −
−

=
( )

−( ) −
− +

1
2 1

1
2 1

1 2 1
2

2

2

2

α
α
α
α

α
11
.  (27)

Наприклад, за α = 0,85 цифровий регулятор (згід-
но з формулою (27)) також забезпечує повністю апе-

ріодичний перехідний процес з нульовою статичною 
помилкою за лінійно-змінюваного вхідного сигна-
лу xВХ(t) (рис. 6), але за стрибкоподібного вхідного 
сигналу перерегулювання зменшується до (6…8) % 
(рис. 7). Отже, експериментально підбираючи кое-
фіцієнт α в діапазоні від –1 (більш коливальний ре-
жим) до 1 (більш аперіодичний режим), можна син-
тезувати цифровий регулятор так, щоб автоматизова-
на система керування реагувала на різні вхідні впли-
ви у потрібний спосіб. Такий підхід до синтезу циф-
рових регуляторів може бути застосовний і за інших 
вхідних впливів: наприклад, виду xВХ(t) = t 2.

ЗАКЛЮЧНА ЧАСТИНА
Наведений підхід до синтезу цифрових регуля-

торів дозволяє отримувати аперіодичні (або з неве-
ликим перерегулюванням) перехідні процеси, в яких 
відсутня статична помилка і які мають близький 
до мінімального час перебігу, для різних видів вхід-
них сигналів. Проведене в пакеті Simulink моделю-
вання підтверджує правильність аналітичних роз-
рахунків.

Рис. 7. Перехідний процес за стрибкоподібного 
вхідного сигналу (настроювання цифрового 

регулятора — згідно з формулою (27))
Fig. 7. Transition process with abrupt input signal (setting 

the digital controller — according to formula (27))

Рис. 6. Перехідний процес за лінійно-змінюваного 
вхідного сигналу (настроювання цифрового 

регулятора — згідно з формулою (27))
Fig. 6. The transient process with a linearly variable 

input signal (setting the digital controller — according 
to formula (27))
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