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ÀÑÈÌÏÒÎÒÈ×ÍÀ ÏÎÂÅÄ²ÍÊÀ ÅÊÑÒÐÅÌÀËÜÍÈÕ ÇÍÀ×ÅÍÜ
ÄÎÂÆÈÍÈ ×ÅÐÃÈ ÒÀ ×ÀÑÓ Î×²ÊÓÂÀÍÍß Â ÑÈÑÒÅÌÀÕ M G| |1 òà GI M| |1

Àíîòàö³ÿ. Äîñë³äæåíî àñèìïòîòè÷íó ïîâåä³íêó ìàéæå íàïåâíå åêñòðåìàëüíèõ çíà÷åíü
äîâæèíè ÷åðãè òà ÷àñó î÷å³êóâàííÿ â ÷åðç³ äëÿ ñèñòåì ìàñîâîãî îáñëóãîâóâàííÿ. Íàñà-
ìïåðåä ðîçãëÿíóòî îäíó çàãàëüíó ãðàíè÷íó òåîðåìó ïðî àñèìïòîòèêó åêñòðåìàëüíèõ çíà-
÷åíü ðåãåíåðóâàëüíèõ ïðîöåñ³â. Äàëi íà îñíîâ³ ö³º¿ òåîðåìè äëÿ ñèñòåì M G| |1 òà GI M| |1
ñôîðìóëüîâàíî çàêîí ïîâòîðíîãî ëîãàðèôìà äëÿ lim sup òà çàêîí ïîòð³éíîãî ëîãàðèôìà
äëÿ lim inf, à òàêîæ äåÿê³ ¿õí³ óòî÷íåííÿ .

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: ñèñòåìè ìàñîâîãî îáñëóãîâóâàííÿ M G| |1, GI M| |1, åêñòðåìàëüí³ çíà÷åííÿ,

àñèìïòîòè÷íà ïîâåä³íêà ìàéæå íàïåâíå.

1. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×²

Ðîçãëÿíóòî îäíîêàíàëüíó ñèñòåìó ìàñîâîãî îáñëóãîâóâàííÿ (ÑÌÎ), äî ÿêî¿

â ìîìåíòè t t ti0 1� � � �� � íàäõîäÿòü çàÿâêè íà îáñëóãîâóâàííÿ. Íåõàé

� i i it t i� � ��1 0, , — ïðîì³æîê ÷àñó ì³æ ïðèáóòòÿì äâîõ ñóñ³äí³õ çàÿâîê,

� i i, � 0, — ÷àñ îáñëóãîâóâàííÿ i-¿ çàÿâêè. Ïðèïóñòèìî, ùî � i , � i i, � 0, —

ïîñë³äîâíîñò³ íåçàëåæíèõ îäíàêîâî ðîçïîä³ëåíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí

(í.î.ð.â.â.), E E� �i ia b� � � � � �, ( , , ... )i �1 2 .

Ïîçíà÷èìî Wi ÷àñ î÷³êóâàííÿ i-¿ çàÿâêè äî ïî÷àòêó îáñëóãîâóâàííÿ. Çà äîâ-

æèíó ÷åðãè òóò i äàë³ áåðåòüñÿ çàãàëüíà ê³ëüê³ñòü çàÿâîê, ÿê³ ïåðåáóâàþòü íà îá-

ñëóãîâóâàíí³ àáî î÷³êóþòü íà íüîãî. Ïîçíà÷èìî Q t( ) äîâæèíó ÷åðãè â ìîìåíò

÷àñó t . ×àñ î÷³êóâàííÿ Wi òà äîâæèíà ÷åðãè Q t( ) — öå äâ³ îñíîâí³ õàðàêòåðèñòè-

êè, ÿê³ çâè÷àéíî äîñë³äæóþòüñÿ â òåîð³¿ ìàñîâîãî îáñëóãîâóâàííÿ. Ïåðø³

äîñë³äæåííÿ ùîäî âëàñòèâîñòåé âåëè÷èí Wi òà Q t( ) ç’ÿâèëèñü íà ïî÷àòêó

ÕÕ ñòîë³òòÿ. Âîíè ïîâ’ÿçàí³ ç ³ìåíàìè A. Erlang, F. Pollaczek, A. Khintchin [1, 2].

Ïîêëàäåìî

Q t Q s W W
s t

n
i n

i( ) sup ( ),� �
� � � �0 0

max .

Âî÷åâèäü, ùî äîñë³äæåííÿ åêñòðåìàëüíèõ çíà÷åíü Wn òà Q t( ) òàêîæ ñòàíî-

âèòü çíà÷íèé ³íòåðåñ äëÿ ïðàêòè÷íèõ çàñòîñóâàíü. Òîìó âåëè÷èíè Wn òà Q t( )

äîñë³äæóâàëèñü â áàãàòüîõ ðîáîòàõ (äèâ., íàïðèêëàä, [3–7] òà îãëÿä [8]).

Çàçâè÷àé ó òàêèõ äîñë³äæåííÿõ âèêîðèñòîâóâàëè êëàñè÷íó òåîð³þ åêñòðå-

ìàëüíèõ çíà÷åíü í.î.ð.â.â. [9, 10], à íà âèïàäêîâ³ âåëè÷èíè � i òà � i íàêëàäàëàñü

óìîâà

� � �
b

a
1. (1)

Çàçíà÷èìî, ùî â öèõ ðîáîòàõ çäåá³ëüøîãî ðîçãëÿäàëàñü ñëàáêà çá³æí³ñòü

íîðìîâàíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí Wn òà Q t( ). Ìàáóòü, âïåðøå äëÿ åêñòðåìàëü-

íèõ çíà÷åíü âèïàäêîâèõ âåëè÷èí, «õâîñòè» ðîçïîäiëiâ ÿêèõ íàáëèæåí³ äî

«õâîñò³â» åêñïîíåíöiéíîãî ðîçïîä³ëó, çàêîí ïîâòîðíîãî ëîãàðèôìà äëÿ lim sup

òà çàêîí ïîòð³éíîãî ëîãàðèôìà äëÿ lim inf áóëè ñôîðìóëüîâàí³ â ðîáîò³ [11].
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Ó âèïàäêó åêñòðåìàëüíèõ çíà÷åíü äîâæèíè ÷åðãè Q t( ) öi çàêîíè áóëè îòðèìàí³

ó ïðàö³ [12]. ²íàêøå êàæó÷è, äëÿ ñèñòåìè M M| |1 (òîáòî êîëè âèïàäêîâ³ âåëè÷è-

íè � i i � i ìàþòü åêñïîíåíöiéíèé ðîçïîä³ë ç ïàðàìåòðàìè � �1 / a òà 	 �1 / b

â³äïîâ³äíî) çà óìîâè (1) ìàéæå íàïåâíå (ì.í.) âèêîíóþòüñÿ òàê³ àñèìïòîòè÷í³

ñï³ââ³äíîøåííÿ:
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Òóò ³ äàë³ äëÿ äîñèòü âåëèêèõ t � 0

L t t L t t L t L t mm m0 1 1( ) , ( ) , ..., ( ) ( ), ...,� � � ��ln ln � .

Ñõîæèé ðåçóëüòàò äëÿ ÑÌÎ M M| |1çà óìîâè (1) ìàº ì³ñöå i äëÿ âåëè÷èí Wn :
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(äèâ. [13]).

Ó ö³é ðîáîò³ ð³âíîñò³ (2)–(5) ìè äåùî ïîñèëþºìî i ïîøèðþºìî íà á³ëüø çà-

ãàëüíèé âèïàäîê ñèñòåì M G| |1 ³ GI M| |1 (äèâ. [1, 2]). Öÿ ñòàòòÿ ìàº òàêó ñòðóêòóðó.

Îñíîâí³ òåîðåìè ïðî àñèìïòîòèêó åêñòðåìàëüíèõ çíà÷åíü äîâæèíè ÷åðãè òà ÷àñó

î÷³êóâàííÿ â ÷åðç³ äëÿ ñèñòåì M G| |1 òà GI M| |1 ñôîðìóëüîâàíî ó ðîçä. 3 òà 4. Äî-

âåäåííÿ öèõ òåîðåì ´ðóíòóºòüñÿ íà îäí³é çàãàëüí³é ãðàíè÷í³é òåîðåìi äëÿ åêñòðå-

ìàëüíèõ çíà÷åíü ðåãåíåðóâàëüíèõ ïðîöåñ³â, ÿêà íàâåäåíà ó ðîçä. 2.

2. ÀÑÈÌÏÒÎÒÈÊÀ ÅÊÑÒÐÅÌÓÌ²Â ÐÅÃÅÍÅÐÓÂÀËÜÍÈÕ ÏÐÎÖÅÑ²Â

Ïî÷íåìî ³ç îçíà÷åííÿ ðåãåíåðóâàëüíîãî âèïàäêîâîãî ïðîöåñó (ð.â.ï.)

(äèâ., íàïðèêëàä, [14, ðîçä. 11, § 8; 15]).

Çà öèêë òðèâàëîñò³ T ââàæàòèìåìî âïîðÿäêîâàíó ïàðó � � ( , ( ))T t� , äå T —

íåâ³ä’ºìíà âèïàäêîâà âåëè÷èíà, à ��t) — âèïàäêîâèé ïðîöåñ, âèçíà÷åíèé íà [ , ]0 T :

P T P T( ) , ( )� � � � �0 1 1.

Âèïàäêîâà âåëè÷èíà T ³ ïðîöåñ ��t) â çàãàëüíîìó âèïàäêó âçàºìîçàëåæí³.

Ïðèïóñòèìî, ùî �� � �def
( , ( )),T t kk k� 1, — íåñê³í÷åííà ïîñë³äîâí³ñòü íåçàëåæ-

íèõ öèêë³â, îäíàêîâî ðîçïîä³ëåíèõ ç öèêëîì � � ( , ( ))T t� . Âèçíà÷èìî âèïàäêî-

âèé ïðîöåñ X t( ), t � 0, çà ôîðìóëîþ

X t t Sk k( ) ( )� � �� 1 äëÿ t S Sk k� �[ , )1 ,

äå S T T k Sk k� � � � �1 01 0� , , . Òîä³ áóäåìî íàçèâàòè ïðîöåñ X t( ) ðåãåíå-

ðóâàëüíèì, òî÷êè S k — ìîìåíòàìè ðåãåíåðàö³¿, à ïðîì³æîê [ , )S Sk k�1 — k-ì

ïåð³îäîì ðåãåíåðàö³¿.

Íà âèïàäêîâèé ïðîöåñ � i t( ) íàêëàäàòèìåìî óìîâó ñåïàðàáåëüíîñòi. Òîä³

ìîæíà ðîçãëÿíóòè òàê³ âåëè÷èíè:
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X t X s t
s t

( ) ( ),� �
� �
sup

0

0,

X X s kk
S s Sk k

� �
� � �
sup

1

1 2( ), , , ...

Ïðèïóñòèìî, ùî X k ì.í. º ñê³í÷åííîþ âèïàäêîâîþ âåëè÷èíîþ. Ïîêëàäåìî

M T q u P X uT k� � �E , ( ) ( ).

Òóò ìè ðîçãëÿäàòèìåìî ò³ëüêè âèïàäîê ðåãåíåðóâàëüíîãî ïðîöåñó X t( ), ÿêèé

ïðèéìàº äèñêðåòí³ çíà÷åííÿ, à ñàìå çàäîâîëüíÿº óìîâó

P X t t( ( ) { , , , ,...}) ,� � �0 1 2 3 1 0, (6)

³ äëÿ n � 
0 1 2 3, , , , ïîêëàäåìî

R n P X T n( ) ( ( ) )� � �ln 1 .

Íåõàé r n R n R n( ) ( ) ( )� � �1 . Âèçíà÷èìî ðîçøèðåííÿ ïîñë³äîâíîñò³ ( ( ))r n

äî ôóíêö³¿ r R: ( , )0 � 
 :

� �r x r x( ) ( )� , (7)

äå � �x — íàéìåíøå ö³ëå, ÿêå á³ëüøå àáî äîð³âíþº x . Íåõàé

R x r y dy

x

( ) ( )��
0

. (8)

Ôóíêö³ÿ R — öå êóñêîâî-ë³í³éíå ðîçøèðåííÿ ïîñë³äîâíîñò³ ( ( ))R n . Äàë³

íà ôóíêö³þ r x( ) íàêëàäåìî óìîâó:

lim
t

r tx

r t
x


�
� � �

( )

( )
,	 	 1. (9)

Ôàêòè÷íî óìîâà (9) âèçíà÷àº, ùî ôóíêö³¿ r x( ) òà R x( ) ðåãóëÿðíî çì³íþ-

þòüñÿ íà íåñê³í÷åííîñò³ [16].

Óâåäåìî òàêîæ òàê³ ïîçíà÷åííÿ:


 
m i

i

m

m mt L t a t R t( ) ( ), ( ) ( ( ))� �
�

��
1

1 ,

d t R L t L t R y x R R x y y R( ) ( ( ) ( )), ( ) inf{ : ( ) },� � � � � �� �1
1 3

1 .

Òåîðåìà 1 [13]. Íåõàé X t t( ) �0 — ðåãåíåðóâàëüíèé âèïàäêîâèé ïðîöåñ

ç äèñêðåòíèìè çíà÷åííÿìè, òîáòî çàäîâîëüíÿº óìîâó (6), MT � � , m — ô³êñîâà-

íå ö³ëå ÷èñëî, m � 1. Íåõàé òàêîæ ôóíêö³¿ r x( ) òà R x( ) çàäàþòüñÿ ôîðìóëàìè (7)

òà (8) â³äïîâ³äíî i âèêîíóºòüñÿ óìîâà (9). Òîä³

P

r a t X t t a
t

M

Lt

m
T

lim sup

( ( )) ( ) ( )
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�

�
��

�

�
��
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�
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�
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�
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1 1
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, (10)

P r a t X t t d
t

Mt t

lim inf ( ( )) ( ) ( )

�

� �
�

�
��

�

�
��

�

�
�
�

�

�
�
� �1 0�

�

�

�
�

�

�

�
�
�1, (11)
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äå �( )t — äåÿêà âèïàäêîâà âåëè÷èíà, 0 1� ��( )t .

Ð³âí³ñòü (10) îäåðæàíî â ðîáîò³ [13] (òåîðåìà 23), à ð³âí³ñòü (11) âèïëèâàº ³ç

çàóâàæåííÿ 2 ò³º¿ æ ðîáîòè.

Íàñë³äîê 1. ßêùî çà óìîâ òåîðåìè 1 R n n C o( ) ( )� � �� 0 1 äëÿ n
� , òî

P
X t t

L tt

m

m

lim sup

� �

�
�

�

�
�
�

�

�
�
��

� 
( ) ( )

( )1

1 1, (12)

P X t L
t

M
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t

M
C

t T T
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��
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�� �

�
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��
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�
�� 1 3 0
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�
�
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�

�

�
�
�

�

�

�
�

�

�

�
�
�k 1, (13)

äå 
 — äåÿêà íåâèïàäêîâà êîíñòàíòà, 
 �� �[ , ]0 . Òóò i äàë³ 
 �, , , , , ...C C C0 1

ïîçíà÷àºìî êîíñòàíòè (íå îáîâ’ÿçêîâî îäíàêîâ³ äëÿ ð³çíèõ âèïàäê³â).

Äîâåäåííÿ ð³âíîñò³ (12) áåçïîñåðåäíüî âèïëèâàº iç ð³âíîñò³ (10). Çâ³ñíî,

â óìîâàõ íàñë³äêó 1 ìàºìî

r t o( ) ( )� �� 1 ,

à îòæå âèêîíóºòüñÿ óìîâà (9) äëÿ 	 � 0. Îñê³ëüêè ôóíêö³ÿ R t( ) — öå êóñêî-

âî-ëiíiéíå ðîçøèðåííÿ ïîñë³äîâíîñò³ ( ( ))R n , òî âîíà íåïåðåðâíà, ìîíîòîííî

çðîñòàº i çàäîâîëüíÿº ð³âí³ñòü R t t C o( ) ( )� � �� 0 1 . Òîä³

a t R t
t C o

m m
m( ) ( ( ))

( ) ( )
� �

� ��1 0 1






�
.

Ç îñòàíí³õ ð³âíîñòåé òà (10) áåçïîñåðåäíüî âèïëèâàº (12). Òàê ñàìî îäåð-

æóºìî

d t R L t L t
L t L t C o

( ) ( ( ) ( ))
( ) ( ) ( )

� � �
� � ��1

1 3
1 3 0 1

�
.

Ï³äñòàíîâêà öüîãî âèðàçó ó ð³âí³ñòü (11) i âèçíà÷àº (13).

3. ÑÈÑÒÅÌÀ ÌÀÑÎÂÎÃÎ ÎÁÑËÓÃÎÂÓÂÀÍÍß M G| |1

Ðîçãëÿíåìî îäíîêàíàëüíó ÑÌÎ, äî ÿêî¿ íàäõîäèòü ïóàñîí³âñüêèé ïîò³ê çàÿ-

âîê ç ³íòåíñèâí³ñòþ � �1 / a , à ÷àñ îáñëóãîâóâàííÿ ìàº äîâ³ëüíèé ðîçïîä³ë

P x G x( ) ( )�� � . Ïðèïóñòèìî, ùî E� = <b � i âèêîíóºòüñÿ óìîâà (1). Äàë³ áó-

äåìî äîñë³äæóâàòè êëàñè÷íó ÑÌÎ òèïó M G| |1 (äèâ. [1, 2]). Äëÿ ñïðîùåííÿ

çàïèñó ââàæàòèìåìî, øî â ìîìåíò S 0 0� â ïîðîæíþ ñèñòåìó M G| |1 íàäõî-

äèòü çàÿâêà, à S1 — öå ìîìåíò íàäõîäæåííÿ íîâî¿ çàÿâêè ï³ñëÿ ïåðøîãî

ïåð³îäó çàéíÿòîñò³. Â³äïîâ³äíî S k — öå ìîìåíò íàäõîäæåííÿ íîâî¿ çàÿâêè

ï³ñëÿ k-ãî ïåð³îäó çàéíÿòîñò³. Òîä³ Q t( ) áóäå ðåãåíåðóâàëüíèì ïðîöåñîì

ç ìîìåíòàìè ðåãåíåðàö³¿ S S S0 1 20� , , , ... Âò³ì äëÿ òðèâàëîñò³ k-ãî ïåð³îäó ðå-

ãåíåðàö³¿ Tk ìàºìî

M T E S S
b

b
T k k k� � � � �

�
�

��E ( )
( )

1
1

1

1

1� � � �
. (14)

Çàçíà÷èìî, ùî E�
�

k �
1

, â³äïîâ³äíî
b

b1� �
— öå ñåðåäíÿ òðèâàë³ñòü ïåð³îäó

çàéíÿòîñò³ (äèâ. [17, ãë. 14, § 8, çàäà÷à 16]).

Íåõàé q u P Q T u( ) ( ( ) )� �1 — éìîâ³ðí³ñòü ïåðåâèùåííÿ ð³âíÿ u ïðîöåñîì

Q t( ) íà îäíîìó öèêëi ðåãåíåðàö³¿.

Áóäåìî ââàæàòè, ùî u ïðèéìàº ö³ë³ äîäàòí³ çíà÷åííÿ. Ùîá çíàéòè àñèì-

ïòîòèêó âåëè÷èíè q u( ) íà ìîìåíò îáñëóãîâóâàííÿ çàÿâêè � , íàêëàäåìî òàê³

óìîâè:

� � � �s s0 00, , òàêå, ùî äëÿ 0 0� � � �s s sEexp ( )� , (15)
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Eexp ( )s� � � äëÿ s s� 0 . (16)

Ó ðîáîò³ [18] ïîêàçàíî, ùî çà óìîâ (15), (16) ìàº ì³ñöå òàêà àñèìïòîòè÷íà

ôîðìóëà: äëÿ u
�
q u C o uQ( ) ( ( )) exp ( )� � �1 1 � , (17)

äå �
�

�
�Q � � �ln( ),1 0, — êîð³íü ð³âíÿííÿ

Eexp ( )��
�

�
� �1 , (18)

êîíñòàíòà C1 íå çàëåæèòü âiä u C, 0 1� � � .

Ç íàñë³äêó 1 ðîçä. 2 òà ðiâíîñòi (17) ìàºìî òàêå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 2. Íåõàé äëÿ ÑÌÎ M G| |1 âèêîíóºòüñÿ óìîâà (1), à òðèâàë³ñòü îá-

ñëóãîâóâàííÿ � çàäîâîëüíÿº óìîâè (15), (16). Òîä³

P
Q t t

L tt

Q m

m

lim sup

� �

�
�

�

�

�
�

�

�

�
�
�

� 
( ) ( )

( )1

1 1, (19)

lim inf ( )
t

Q
T T

Q t L
t

M
L

t

M
C


�
�

�

�
��

�

�
�� �

�

�
��

�

�
�� �

�

�
�
�

�
� 1 3

�
�
�

�

�

�
�

�

�

�
�
�

�

�

�
�

�

�

�
�
�
 1, (20)

äå � Q âèçíà÷åíå â ð³âíîñòÿõ (17), (18), C C MT� ln ,1 çàäàºòüñÿ ôîðìóëîþ

(14), 
 — äåÿêà íåâèïàäêîâà êîíñòàíòà, 
 � �� � Q , ]0 .

Çàóâàæåííÿ 1. Âèõîäÿ÷è ç ïðîñòèõ ì³ðêóâàíü, ìîæíà ïîêàçàòè, ùî çà óìî-

âè (1) ð³âíÿííÿ (18) ìàº ºäèíèé äîäàòíèé êîð³íü, ÿêèé ïåðåáóâàº íà ³íòåðâàë³

( , ( ) / ( )),0 2 1 2 2
2� �p a a� �E .

Çàóâàæåííÿ 2. Â óìîâàõ i ïîçíà÷åííÿõ òåîðåìè 2 âèêîíóºòüñÿ çàêîí ïî-

âòîðíîãî ëîãàðèôìà äëÿ lim sup òà çàêîí ïîòð³éíîãî ëîãàðèôìà äëÿ lim inf :

lim
ln

sup
( )

( )t

Q Q t t

L t
�

�
�

�

2

1 ì.í., (21)

lim
ln

inf
( )

( )t

Q Q t t

L t
�

�
� �

�

3

1 ì.í. (22)

Äàë³ ïåðåéäåìî äî äîñë³äæåííÿ àñèìïòîòèêè âåëè÷èíè Wn äëÿ ñèñòåìè

M G| |1. Ïîêàæåìî, ùî ìàº ì³ñöå òàêà òåîðåìà.

Òåîðåìà 3. Íåõàé äëÿ ÑÌÎ M G| |1 âèêîíóºòüñÿ óìîâà (1), à ÷àñ îáñëóãîâó-

âàííÿ � çàäîâîëüíÿº óìîâè (15), (16). Òîä³

P
W n n

L nt

W m

m

lim sup
( ) ( )

( )
� �

�
�

�

�
��

�

�
�� �

� 


1

1 1, (23)

P W n L
n

M
L

n

M
C

t
W

T T

lim inf ( )

�

�
�

�
��

�

�
�� �

�

�
��

�

�
�� �

�

�
�

� �
1 3

�
�

�

�
�
�

�

�

�
�

�

�

�
�
�

�

�

�
�

�

�

�
�
�
 1, (24)

äå � � �W � � — êîð³íü ð³âíÿííÿ (18), MT çàäàºòüñÿ ôîðìóëîþ (14), 
 — äå-

ÿêà íåâèïàäêîâà êîíñòàíòà, 
 � �� �[ , ]W W .

Çàóâàæåííÿ 1. Êîíñòàíòà C â ð³âíîñò³ (24) ìîæå áóòè çàïèñàíà â ÿâíîìó
âèãëÿä³ (äèâ. [8, òåîðåìà 4.1]). Àëå â çàãàëüíîìó âèïàäêó ðåàëüíî îá÷èñëèòè ¿¿
ñêëàäíî, áî âîíà âèçíà÷àºòüñÿ ôóíêö³ºþ ðîçïîä³ëó âåëè÷èíè ïåðøãî ïåðåñêîêó
÷åðåç 0 äåÿêîãî âèïàäêîâîãî áëóêàííÿ, ÿêà º íåâ³äîìîþ. Òå æ ñàìå ñòîñóºòüñÿ
êîíñòàíòè C ó ð³âíîñò³ (20).
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Äîâåäåííÿ òåîðåìè 3. Íåõàé ( )� � �n n n n� � �� — ïîñëiäîâíiñòü í.î.ð.â.â.,

äå � n — ÷àñ îáñëóãîâóâàííÿ n-¿ çàÿâêè, �n — ïðîì³æîê ÷àñó ìiæ íàäõîäæåííÿì

n-¿ òà ( )n �1 -¿ çàÿâîê. Â³äîìî, ùî ÷àñ î÷³êóâàííÿ n-¿ çàÿâêè â ÷åðçi Wn íà îáñëóãî-

âóâàííÿ çàäîâîëüíÿº âàæëèâó ðåêóðåíòíó ð³âí³ñòü Lindley (äèâ. [14, ãë. 6, § 9]):

W Wn n n� �� �1 ( )� , (25)

äå

x
x x

x� �
�
�

�
�
�

, ,

, .

0

0 0

Ïîçíà÷èìî WT ìàêñèìàëüíó òðèâàë³ñòü ÷àñó î÷³êóâàííÿ íà îäíîìó öèêëi

ðåãåíåðàö³¿. Òîäi iç ðiâíîñòi (25), êîëè âèïàäêîâà âåëè÷èíà �n ìàº òàê çâàí³

ëåãê³ «õâîñòè» ó âèïëèâàº òàêå àñèìïòîòè÷íå ñïiââiäíîøåííÿ (äèâ. [5, 8]):

äëÿ x 
�
P W x C o xT W( ) ( ( ))exp ( )� � � �2 1 � , (26)

äå � W — êîð³íü ð³âíÿííÿ

Eexp ( )� �W n �1, (27)

êîíñòàíòà C2 íå çàëåæèòü â³ä x , 0 2� � �C .

Äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ ñï³ââ³äíîøåíü (26), (27) äîñòàòíüî òàêèõ óìîâ [8]:

� � � �s s0 00, , òàêå, ùî äëÿ 0 0� � � �s s s nEexp ( )� , (28)

äëÿ s s� 0 Eexp( )s n� � �. (29)

Ìîæíà ïîáà÷èòè, ùî êîëè â óìîâàõ òåîðåìè 3 âèïàäêîâà ââåëè÷èíà � n çà-

äîâîëüíÿº óìîâè (15), (16), òî äëÿ âèïàäêîâî¿ âåëè÷èíè �n âèêîíóþòüñÿ óìîâè

(28), (29). Ä³éñíî, ó âèïàäêó s0 � � ìàºìî äëÿ s
�

E E Eexp ( ) exp ( ) ( exp ( ))s s
s s

n n n
s� �

�

�
�

�

�
�

�
�

�

 � ,

îñê³ëüêè Eexp ( )� n �1. Òàê ñàìî ðîçãëÿäàºòüñÿ âèïàäîê s0 � � . Îòæå, â óìî-

âàõ òåîðåìè 3 âèçíà÷àºòüñÿ àñèìïòîòè÷íå ñï³ââ³äíîøåííÿ (26), à ð³âíÿí-

íÿ (27) çâîäèòüñÿ äî ð³âíÿííÿ (18), à ñàìå � � �W � � — êîð³íü ð³âíÿííÿ (18).

Ïîçíà÷èìî N t( ) ë³÷èëüíèé ïðîöåñ äëÿ ïîñë³äîâíîñò³ ìîìåíò³â ðåãåíå-

ðàö³¿ ( )S k :

N t k S tk( ) ( : )� � �max 0 .

Óâåäåìî òàêîæ âèïàäêîâó âåëè÷èíó Y W Y Yk
S t S

i n
k n

k

k i k

� �
� � � � �
sup ,

1
1
max .

Çðîçóì³ëî, ùî âåëè÷èíè Yk îäíàêîâî ðîçïîä³ëåí³ ç WT i ó ðàç³ ö³ëèõ ÷èñåë u

ìàº ì³ñöå ð³âí³ñòü

P Y u P W u C o u uk T W([ ] ) ( ) ( ( )) exp ( ),� � � � � � 
�2 1 � , (30)

äå [ ]x — ö³ëà ÷àñòèíà x.

Çàñòîñîâóþ÷è íàñë³äîê 1 òåîðåìè 1 äî ïîñë³äîâíîñò³ í.î.ð.â.â. ([ ])Yk , îò-

ðèìóºìî

P
Y n

L nn

W n m

m

limsup

� �

�
�

�

�
��

�

�
�� �

� 
[ ] ( )

( )1

1 1, (31)

P Y L n L n C
n

W nlim inf ( [ ] ( ( ) ( ) ))

�

� � � �
�

�
��

�

�
�� �� 
1 3 1, (32)
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äå � �W � � 0 — êîð³íü ð³âíÿííÿ (18), C C� ln ,2 
 — äåÿêà íåâèïàäêîâà êîí-

ñòàíòà, 
 �� �[ , ]W 0 .

Äàëi âèçíà÷èìî ïåðåõ³ä âiä (31), (32) äî ð³âíîñòåé (23), (24). Îñê³ëüêè

Y Yn n n n� � � �[ ] ,� �0 1, òî ðiâíîñòi (31), (32) çàëèøàòüñÿ ñïðàâåäëèâèìè ó ðàç³

çàìiíè [ ]Yn íà Yn (âò³ì ìîæå äåùî çì³íèòèñÿ ëèøå êîíñòàíòà 
 � �� �[ , ])W W .

Ó òåîð³¿ â³äíîâëåííÿ â³äîìî, ùî äëÿ t 
�

N t

t MT

( )



1
ì.í.

À îòæå, äëÿ n
�

N t

n

N t

t

t

n M

n n

n

n

T

( ) ( )
� � 
 �

1 1

�
ì.í.,

ln lnN t
n

M
on

T

( ) ( )� �
�

1 ì.í.

ßêùî ñêîðèñòàòèñÿ öèìè àñèìïòîòè÷íèìè ñï³ââ³äíîøåííÿìè i ï³äñòàâèòè

â ð³âíîñò³ (31), (32) Yn çàì³ñòü [ ]Yn , à N tn( ) — çàì³ñòü n, òî îòðèìàºìî

P
Y n

L nn

W N t m

m

nlim sup

� �

�
�

�

�

�
�

�

�

�
�
�

� 
[ ] ( )

( )

( )

1

1 1,

P Y L
n

M
L

n

Mn
W N t

T T
n

lim inf [ ]( )

�

�
�

�
��

�

�
�� �

�

�
��

�

�
���

� �
1 3 �

�

�
�
�

�

�
�
�

�

�
�
�

�

�
�
�
�

�

�

�
�

�

�

�
�
�C 
 1,

äå � �W � � 0 — êîð³íü ð³âíÿííÿ (18), MT çàäàºòüñÿ ôîðìóëîþ (14),


 � �� �[ , ]W W (ñõîæ³ ïåðåõîäè ìîæíà çíàéòè â [12, 13]).

Çðîçóì³ëî, ùî îñòàíí³ ð³âíîñò³ ñïðàâäæóþòüñÿ i ó ðàç³ çàìiíè Y N tn( ) íà

Y N tn( )�1 . Çàëèøàºòüñÿ â³äì³òèòè, ùî

Y W n YN t N tn n( ) ( )( ) .� � �1

Çâ³äñè âèïëèâàº òåîðåìà 3.

Çàóâàæåííÿ 2. Â óìîâàõ i ïîçíà÷åííÿõ òåîðåìè 3 ìàº ì³ñöå çàêîí ïîâòîð-

íîãî ëîãàðèôìà äëÿ lim sup òà çàêîí ïîòð³éíîãî ëîãàðèôìà äëÿ lim inf:

P
W n n

L nn

Wlimsup
ln


�

�
�

�

�
�
�

�

�
�
� �

� ( )

( )2

1 1, (33)

P
W n n

L nn

Wlim inf
ln


�

�
� �

�

�
�
�

�

�
�
� �

� ( )

( )3

1 1. (34)

Ïðèêëàä 1. Íåõàé ó âèïàäêó ÑÌÎ M G| |1

� � �� � � � � �d dconst , 1.

Òîäi âèêîíóþòüñÿ óìîâè (15), (16) äëÿ s0 � � , à îòæå âèêîíóþòüñÿ ð³âíîñò³

(19), (20) òåîðåìè 2, äå � � �Q � �ln( / )1 , à � — êîð³íü ð³âíÿííÿ:

exp ( )�
�

�
d � �1 . (35)
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Òàê ñàìî ñïðàâäæóþòüñÿ ð³âíîñò³ (23), (24) òåðåìè 3 ó ðàç³ � �W � äëÿ � , ùî

âèçíà÷åíå â (35).

Ïðèêëàä 2. Íåõàé ó âèïàäêó ÑÌÎ M G| |1 âèïàäêîâà âåëè÷èíà � ìàº ðîç-

ïîä³ë Âåéáóëëà:

P x x x( ) exp ( ), ,� 

� � � � � �1 0 1, � � � � 
� � � �E �( / )1 1 1.

Òàê ñàìî, ÿê ³ âèùå, âèêîíóþòüñÿ óìîâè (15), (16) äëÿ s0 � � ³ ñïðàâäæóþòü-

ñÿ â³äïîâ³äí³ ð³âíîñò³ òåîðåì 2 òà 3, äå � � � � � �Q W� � �ln ( ),1 , à � —

êîð³íü ð³âíÿííÿ


 �
�

�


 
x x x dx�
�

� � � �1

0

1exp ( ) .

4. ÑÈÑÒÅÌÀ ÌÀÑÎÂÎÃÎ ÎÁÑËÓÃÎÂÓÂÀÍÍß G I M| |1

ÑÌÎ GI M| |1 — öå îäíîêàíàëüíà ñèñòåìà ìàñîâîãî îáñëóãîâóâàííÿ, äî ÿêî¿

íàäõîäèòü ðåêóðåíòíèé ïîò³ê çàÿâîê, t t t0 1 20� � � . . . — ìîìåíòè íàäõîäæåí-

íÿ çàÿâîê. Íåõàé ( )�k k kt t� � �1 — ïîñë³äîâí³ñòü í.î.ð.â.â. ç ôóíêö³ºþ ðîç-

ïîä³ëó F x( ), à ÷àñ îáñëóãîâóâàííÿ � k ìàº åêñïîíåíöiéèé ðîçïîä³ë ç ïàðàìå-

òðîì 	 . Ïðèïóñòèìî, ùî

E � �
�

k a
a

� � � � �,
1

1,

òîáòî âèêîíóºòüñÿ óìîâà (1).

Âêëàäåíèé ëàíöþã Ìàðêîâà ( )Qn âèçíà÷àºòüñÿ ìîìåíòàìè ( )tn , à éîãî ñòà-

íè — öå äîâæèíà ÷åðãè äî íàäõîäæåííÿ çàÿâêè, òîáòî

Q Q t nn n� � �( ), , , , ...0 0 1 2

Âò³ì ìîæíà ââàæàòè, ùî ëàíöþã (Qn ) çàäàºòüñÿ ðåêóððåíòíîþ ôîðìóëîþ

Q Qn n n� � �� �( )1 1 � , (36)

äå ( )� n — ïîñëiäîâíiñòü í.î.ð.â.â., à � � �1 1 1� ( ) — ÷èñëî ïîòðàïëÿíü ïðîöåñó

Ïóàññîíà ç ïàðàìåòðîì � â ³íòåðâàë ( , )0 1� (äèâ. [7, ãë. 3, § 6; 19, ãë.1, § 8]).

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç

d P k
x

k
x dF x kk

k
�

�

� � � � ��( )
( )

!
exp ( ) ( ), , , ,...�

�
�1

0

0 1 2 , (37)

éìîâ³ðí³ñòü òîãî, ùî íà ³íòåðâàë³ äîâæèíîþ � âèêîíóºòüñÿ k îáñëóãîâóâàíü,

f s d sk
k

k

( ) � �

�

�

�
0

.

Â³äîìî [17, ñ. 477–478], ùî òîä³ ³ñíóþòü ñòàö³îíàðí³ éìîâ³ðíîñò³ ñòàí³â

äëÿ ( )Qn :

P Q k P Q k p k
n

n k
k( ) ( ) ( ) , , , ,...�


�
� � � � � � �lim 1 0 1 20 0

� � , (38)

äå � 0 — ºäèíèé ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ

f ( ) ,� � �0 0 0 1� � � . (39)

Óâåäåìî ìîìåíòè ðåãåíåðàö³¿ ïðîöåñó Q t( ) òàê ñàìî, ÿê i ó ðîçä. 3, òîáòî

S 0 0� , S k — ìîìåíò íàäõîäæåííÿ íîâî¿ çàÿâêè ï³ñëÿ k-ãî ïåð³îäó çàéíÿòîñò³,

k �1 2, , ... Íåõàé Tk — òðèâàë³ñòü k-ãî öèêëó ðåãåíåðàö³¿. Äëÿ ÑÌÎ GI M| |1 ìàº

ì³ñöå ôîðìóëà

M TT k� �
�

E



�1 0

(40)
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(äèâ., íàïðèêëàä, [18]). Îòæå, ùîá ñêîðèñòàòèñÿ ðåçóëüòàòàìè ç ðîçä. 2,

ïîòð³áíî çíàéòè âåëè÷èíó q u( ) — éìîâ³ðí³ñòü äîñÿãíåííÿ ïðîöåñîì Q t( ) ñòà-

íó u íà îäíîìó öèêëi ðåãåíåðàö³¿. Ïîêàæåìî, ùî

q u P Q T u C o uQ( ) ( ( ) ) ( ( )) exp ( )� � � � �1 1 1 � , (41)

äå �
�

Q � ln
1

0

, � 0 — êîð³íü ð³âíÿííÿ (39), 0 1� � �C , u — ö³ëå äîäàòíå ÷èñ-

ëî, êîíñòàíòà C1 íå çàëåæèòü â³ä u.

Ïîêëàäåìî � �i i� �1 i âèçíà÷èìî âåëè÷èíèU U Un n, , � ó òàêèé ñïîñ³á:

U U U U U Un i

i

n

n
k n

k
k

k0

1
0 0

0� � � �
� � �

�
� ��

�, , ,� max max . (42)

ßêùî âèêîíóºòüñÿ óìîâà (1), òî

E E� � � �1 1

0 0

1 1 1 0� � � � � � �
� �

� �( ) ( ) ( )x dF x xdF x a ,

òîìó U n 
 �� , à îòæå U � — ì.í. îáìåæåíà âèïàäêîâà âåëè÷èíà.

Îêð³ì òîãî, çã³äíî ç (36) ìàºìî

Q U Q Un
d

n
d

� �� �, , (43)

äå âèïàäêîâà âåëè÷èíà Q� â³äïîâ³äàº ñòàö³îíàðíîìó ðîçïîä³ëó äëÿ ( )Qn

(òóò ìè ñêîðèñòàºìîñÿ òåîðåìîþ ïðî åêâ³âàëåíòí³ñòü âèïàäêîâèõ âåëè÷èí

M n òà Wn iç [14, ðîçä. 6, § 9]). Ñèìâîë �
d

îçíà÷àº ð³âí³ñòü çà ðîçïîä³ëîì.

Ð³âíîñò³ (43) òà (38) çàäàþòü

P U k k kk
Q( ) exp ( ), , ,...� � � � � �� �

0
1 2 , (44)

äå � � � �Q � ln ( )1 .

Íåõàé 0 1 0� � �min( : )n U n . Áåçïîñåðåäíüî iç (42) ìàºìî

Q T U U( )1 1 1� � � ��� . (45)

Äàëi ñêîðèñòàºìîñü òàêèì çîáðàæåííÿì:

{U u U u U U u
d

� �� � �  � ! �} { } { }� � ,

âò³ì ìîæíà ââàæàòè, ùî U � òà !�U îäíàêîâî ðîçïîäiëåíi, à U � òà !�U º íå-

çàëåæíèìè âèïàäêîâèìè âåëè÷èíàìè. Öå ñïðàâäæóºòüñÿ, ÿêùî ïîêëàñòè

! � ! � !
� �

�
� ��

�U U Uk i

i k
k

�
� �

, max .

Çâ³äñè ìàºìî

P U u P U u P u P u( ) ( ) ( ) ( )� � � � � �� 1 2 , (46)

äå

P u P U U u P u P U U u U u1 2( ) ( ), ( ) ( , )� � ! � � � ! � �� �� � � .

Íàñàìïåðåä îö³íèìî çâåðõó âåëè÷èíó P u2 ( ). Îñê³ëüêè U � � 0, òî, âðàõîâó-
þ÷è ñï³ââ³äíîøåííÿ (44), (45), îòðèìàºìî

P u P U u U u P U u P U u uQ2 2( ) ( , ) ( ) ( ) exp ( )� � ! � � � ! � � �� �� � � . (47)

Ïåðåéäåìî äî îö³íþâàííÿ âåëè÷èíè P u1 ( ). Íåõàé

p P U k kk � � � �( ), , , , ...� 0 1 2

Òîä³

P u P U U u1 ( ) ( )� � ! � ���

� ! � � � � �
�

�

�
�

�

� �p P U u k u p kk

k

Q k

k

Q

0 0

( ) exp ( ) exp( )� � . (48)
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Ðîçãëÿäàþ÷è ðàçîì ñï³ââ³äíîøåííÿ (44)–(48), îäåðæóºìî

exp ( ) ( ) exp ( ) exp ( ) (exp (� � � � � � �
�

�

�� � ��Q Q k

k

Qu P U u u p k O

0

�2� Q u)).

Çâ³äñè âèïëèâàº òàêå àñèìïòîòè÷íå ñï³ââ³äíîøåííÿ:

P U u C o uQ( ) ( ( ))exp ( )� �� � � �2 1 ,

äå C p kkk Q2 1
1� � ��

�� ( exp ( ))� .

Îòæå, âðàõîâóþ÷è ñï³ââ³äíîøåííÿ (45), îòðèìàºìî îö³íêó (41) ç êîíñòàí-
òîþ

C p kQ kk Q1 1
1� � ��

��exp ( ) ( exp ( ))� � .

Íàñòóïíà òåîðåìà áåçïîñåðåäíüî âèïëèâàº ç íàñë³äêó 1 ðîçä. 2 òà ð³âíîñòåé

(40), (41).

Òåîðåìà 4. Íåõàé äëÿ ÑÌÎ GI M| |1 âèêîíóºòüñÿ óìîâà (1). Òîä³

P
Q t t

L tt

Q m

m

lim sup

� �

�
�

�

�

�
�

�

�

�
�
�

� 
( ) ( )

( )1

1 1, (49)

P Q t L
t

M
L

t

M
C

t
Q

T T

lim inf ( )

�

�
�

�
��

�

�
�� �

�

�
��

�

�
�� �

�

�
�
�� 1 3

�

�
�
�

�

�

�
�

�

�

�
�
�

�

�

�
�

�

�

�
�
�
 1, (50)

äå � �Q � ln (1 / )0 , � 0 — êîð³íü ð³âíÿííÿ (39), 
 �� �[ , ]Q 0 — íåâèïàäêîâà

êîíñòàíòà,

C C p kQ k

k

Q� � � � �
�

�
�
�

�

�
�
�

�

�

�ln ln1

1

1� �( exp ( )) .

Äàëi ðîçãëÿíåìî àñèìïòîòè÷íó ïîâåä³íêó âåëè÷èíè W n( ) äëÿ âèïàäêó ÑÌÎ

GI M| |1. Ùîá çàñòîñóâàòè ðåçóëüòàòè, îòðèìàí³ â ðîçä. 2, ïîòð³áíî äîâåñòè, ùî
âèïàäêîâà âåëè÷èíà WT çàäîâîëüíÿº àñèìïòîòè÷íå ñïiââiäíîøåííÿ (26). ßê ³ ó

âèïàäêó äîâåäåííÿ òåîðåìè 3, ïîêëàäåìî ( )� � �n n n n� � �� ³ âèáåðåìî s0 � 	 .

Òîä³ äëÿ s s� �0 � ìàºìî

E E E Eexp ( ) exp ( ) exp ( ) exp ( )s s s
s

sn n n n� � �
�

�
�� � �

�
� 
 � ,

òîáòî âèêîíóþòüñÿ óìîâè (28), (29), à îòæå ñïðàâäæóþòüñÿ ðiâíîñòi (26),

(27). Ðàçîì ³ç òèì ð³âíÿííÿ (27) äëÿ ÑÌÎ GI M| |1 çàïèøåìî òàê:

1

0

� � � � �
�

�
�

�
� � �W

W n W x dF xEexp ( ) exp ( ) ( ). (51)

Çàëèøàºòüñÿ çàñòîñóâàòè íàñë³äîê 1 òåîðåìè 1, âèõîäÿ÷è ç ì³ðêóâàíü, ùî

íàâåäåí³ ï³ä ÷àñ îá´ðóíòóâàííÿ òåîðåìè 3. Îòðèìàºìî òàêó òåîðåìó.

Òåîðåìà 5. Íåõàé äëÿ ÑÌÎ GI M| |1 âèêîíóºòüñÿ óìîâà (1). Òîä³

P
W n n

L nn

W m

m

lim sup

� �

�
�

�

�
��

�

�
�� �

� 
( ) ( )

( )1

1 1, (52)

P W n L
n

M
L

t

M
C

t
Q

T T

lim inf ( )

�

�
�

�
��

�

�
�� �

�

�
��

�

�
�� �

�

�
�

� �
1 3

�
�

�

�
�
�

�

�

�
�

�

�

�
�
�

�

�

�
�

�

�

�
�
�
 1, (53)

äå � W — êîð³íü ð³âíÿííÿ (51), MT çàäàºòüñÿ ôîðìóëîþ (40), 
 — íåâèïàä-

êîâà êîíñòàíòà, 
 � �� �[ , ]W W .

Çàóâàæåííÿ 1. Äëÿ ÑÌÎ GI M| |1 â óìîâàõ i ïîçíà÷åííÿõ òåîðåì 4 òà 5 ìà-

þòü ì³ñöå çàêîíè ïîâòîðíîãî ëîãàðèôìà äëÿ lim sup òà ïîòð³éíîãî ëîãàðèôìà
äëÿ lim inf, àíàëîã³÷í³ íàâåäåíèì ó ðîçä. 3.

Îòæå, ó ö³é ðîáîò³ äîñë³äæåíî àñèìïòîòèêó åêñòðåìàëüíèõ çíà÷åíü äîâæè-
íè ÷åðãè òà ÷àñó î÷³êóâàííÿ â ÷åðç³ äëÿ ñèñòåì M G| |1 òà GI M| |1. Âñòàíîâëåíî
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çàêîí ïîâòîðíîãî ëîãàðèôìà äëÿ lim sup òà çàêîí ïîòð³éíîãî ëîãàðèôìà äëÿ lim
inf , à òàêîæ äåÿê³ ¿õí³ ïîñèëåííÿ. Íà íàøó äóìêó, çàïðîïîíîâàí³ ï³äõîäè çà äî-
äàòêîâèõ óìîâ ìîæóòü áóòè êîðèñíèìè i äëÿ âèïàäêó á³ëüø çàãàëüíî¿ ÑÌÎ
GI G| |1 òà ïðîöåñ³â òèïó Ë³íäë³ (äèâ. [7, ãë. 3, § 6]).
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I.K. Matsak, S.M. Krasnitskiy
ASYMPTOTIC BEHAVIOR OF THE EXTREME VALUES QUEUE LENGTHS
AND WAITING TIME IN M G| |1 AND GI M| |1 SYSTEMS

Abstract. The asymptotic behavior of the almost certainly extreme values of the queue length
and waiting time in the queue for mass service systems was studied. On- first of all, one
general limit theorem on the asymptotics of extreme values of regenerative processes is
considered. Further, applying this theorem to mass service systems M G| |1 and GI M| |1, the law
of the repeated logarithm for lim sup and the law of the triple logarithm for lim inf are
formulated, as well as some of their refinements.

Keywords: queuing systems M G| |1, GI M| |1, extreme values, asymptotic behaviour almost surely.
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