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ІНТЕРПОЛЯЦІЯ: ДОСЛІДЖЕННЯ, АНАЛІЗ 

ЗАСТОСУВАННЯ, ПРОГРАМНА РЕАЛІЗАЦІЯ 

 

Анотація. У статті розглядаються теоретичні та практичні аспекти 

застосування методів інтерполяції у задачах обробки дискретних даних, а 

також особливості їх вивчення студентами спеціальностей галузі комп’ю-

терних наук. Зростання обсягів інформації та широке використання 

комп’ютерного моделювання зумовлюють необхідність ефективного викорис-

тання чисельних методів для аналізу та відновлення функціональних 

залежностей на основі експериментальних даних. Одним із найбільш 

поширених підходів до розв’язання таких задач є інтерполяція, яка дозволяє 

будувати математичні моделі функцій на основі заданих дискретних значень. 

У статті детально розглянуто можливості використання інтерполяційних 

алгоритмів у різних областях науки і технологій, зокрема у задачах, пов’язаних 

із комп’ютерним моделюванням, аналізом даних та побудовою графічних 

моделей, а також у машинному навчанні та робототехніці.  

У роботі проаналізовано основні методи поліноміальної інтерполяції, 

зокрема інтерполяційні поліноми Лагранжа, що широко використовуються у 

чисельному аналізі та комп’ютерних алгоритмах обробки даних. Розглянуто 

математичні основи побудови інтерполяційних функцій, особливості їх 

алгоритмічної реалізації та можливості використання у програмних середо-

вищах. Особливу увагу приділено питанням інтеграції методів інтерполяції у 

навчальний процес підготовки студентів комп’ютерних наук, що дозволяє 

поєднати математичні знання з практичними навичками програмування та 

алгоритмічного мислення. 

Показано, що використання програмних засобів під час вивчення 

чисельних методів сприяє підвищенню ефективності навчання, формуванню у 

студентів навичок розроблення алгоритмів та кращому розумінню матема-

тичних принципів інтерполяції. 

Отримані результати можуть бути використані у навчальних курсах з 

чисельних методів, комп’ютерного моделювання та аналізу даних для 

підготовки майбутніх фахівців у галузі інформаційних технологій. 
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INTERPOLATION: RESEARCH, ANALYSIS OF 

APPLICATION, SOFTWARE IMPLEMENTATION 

 

Abstract. The article considers theoretical and practical aspects of the 

application of interpolation methods in discrete data processing problems, as well as 

the features of their study by students of computer science specialties. The growth of 

information volumes and the widespread use of computer modeling necessitate the 

effective use of numerical methods for the analysis and restoration of functional 

dependencies based on experimental data. One of the most common approaches to 

solving such problems is interpolation, which allows building mathematical models 

of functions based on given discrete values.  

The article examines in detail the possibilities of using interpolation algorithms 

in various fields of science and technology, in particular in tasks related to computer 

modeling, data analysis and graphical model building, as well as in machine learning 

and robotics.  

The paper analyzes the main methods of polynomial interpolation, in particular 

Lagrange interpolation polynomials, which are widely used in numerical analysis and 

computer data processing algorithms. The mathematical foundations of the const-

ruction of interpolation functions, the features of their algorithmic implementation 

and the possibility of using them in software environments are considered. Special 

attention is paid to the issues of integrating interpolation methods into the educational 

process of training computer science students, which allows combining mathematical 

knowledge with practical programming skills and algorithmic thinking. 

It is shown that the use of software tools when studying numerical methods 

contributes to increasing the efficiency of learning, developing students' skills in 

developing algorithms and a better understanding of the mathematical principles of 

interpolation.  

The results obtained can be used in training courses on numerical methods, 

computer modeling and data analysis to train future specialists in the field of 

information technology. Keywords:  

Keywords: interpolation, numerical methods, Lagrange polynomial, software 

implementation, numerical analysis 
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Постановка проблеми. У сучасних умовах розвитку інформаційних 

технологій значна кількість задач пов’язана з аналізом та обробкою великих 

обсягів даних. Часто інформація про досліджуваний процес представлена у 

вигляді дискретного набору значень, отриманих у результаті експериментів, 

вимірювань або комп’ютерного моделювання.  

У багатьох прикладних задачах функція відома лише у скінченній 

кількості точок, отриманих експериментально або шляхом дискретизації. 

Водночас необхідно визначити її значення між вузлами або побудувати 

аналітичну модель досліджуваного процесу. Такі задачі виникають, зокрема, у 

комп’ютерному моделюванні фізичних процесів; у цифровій обробці сигналів; 

в комп’ютерній графіці; в геоінформаційних системах; в машинному навчанні.  

Для розв’язання подібних задач застосовуються методи інтерполяції. 

Інтерполяція дозволяє побудувати функцію, яка проходить через задані точки, 

що дає можливість визначати значення функції у довільних точках інтервалу, 

що робить її фундаментальним інструментом сучасних обчислювальних 

методів. 

Вивчення методів інтерполяції є важливою складовою підготовки 

студентів спеціальностей галузі комп’ютерних наук. Засвоєння цих методів 

сприяє формуванню у студентів навичок математичного моделювання, аналізу 

даних та розроблення алгоритмів для розв’язання прикладних задач. 

Аналіз останніх досліджень і публікацій. Методи інтерполяції 

посідають важливе місце у чисельному аналізі та широко застосовуються у 

задачах обробки даних, комп’ютерного моделювання, цифрової обробки 

сигналів і комп’ютерної графіки. Зростання обсягів інформації та розвиток 

обчислювальних технологій зумовлюють підвищення актуальності досліджень, 

пов’язаних із побудовою ефективних алгоритмів апроксимації та відновлення 

функціональних залежностей на основі дискретних даних. 

Теоретичні основи інтерполяції були сформовані у межах класичного 

чисельного аналізу, де розроблено низку методів побудови інтерполяційних 

функцій. У сучасних дослідженнях значна увага приділяється питанням 

підвищення точності інтерполяції, оптимізації обчислювальних алгоритмів та 

розширення можливостей їх використання у програмних системах.  

У статті [1] описано та валідовано високопродуктивний метод, засно-

ваний на сплайн-інтерполяції, який може значно пришвидшити обчислення 

фундаментальних наукових та статистичних функцій. Це пропонує практичний 

шлях для прискорення як аналізу великих наборів даних, так і прогресу 

наукових досліджень. 

У роботі [2] представлено новий алгоритм для автоматичного розподілу 

вузлів у сплайновій інтерполяції, розроблений для задоволення вимог до 

точності, визначених користувачем. Цей алгоритм забезпечує зручний 
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інструмент для вирішення інтерполяційних задач в обчислювальній астрофі-

зиці та космології. 

У статті [3] представлено метод симетричної хвильової інтерполяції для 

стабільної глобальної інтерполяції з використанням легкодоступних рівно-

віддалених точок. Ключовим досягненням є інтеграція практичної корисності 

таких точок з числовою стабільністю чебишевської інтерполяції. 

У дослідженні [4] розроблено інтерполяційну структуру для числових 

геонаукових даних IINI. Результати показують, що IINI є конкурентосп-

роможним з традиційними методами інтерполяції з точки зору точності 

перевірки, водночас є значно простішим з точки зору алгоритмічної складності 

та вимог до попередньої обробки даних.  

У роботі [5] представлено чисельний підхід, який використовує сплайнові 

квазіінтерполяційні оператори на обмеженому інтервалі. Цей метод розроблено 

для забезпечення чисельного розв'язку для класу інтегро-диференціальних 

рівнянь Фредгольма зі слабко сингулярними ядрами. 

Окремий напрям наукових робіт пов’язаний із застосуванням 

інтерполяційних методів у комп’ютерних науках, де вони використовуються 

для розв’язання задач обробки великих масивів даних, побудови графічних 

моделей та аналізу результатів чисельних експериментів. 

1. Інтерполяція у машинному навчанні та штучному інтелекті 

У статті [6] запропоновано архітектуру Інтерполяційна нейронна мережа, 

яка поєднує методи інтерполяції з глибоким навчанням. Модель дозволяє 

працювати з розрідженими даними, зменшити обчислювальні витрати, підви-

щити точність у задачах моделювання фізичних систем.  

У роботі [7] описано модель нейронної мережі, що використовує теорію 

інтерполяції. Метод дозволяє будувати точні моделі для складних фізичних 

процесів і значно зменшує кількість параметрів порівняно з класичними.  

У статті [8] розглядається сімейство інтерполяційних операторів нейрон-

них мереж. Автори аналізують точність апроксимації функцій і властивості 

інтерполяції.  

У роботі [9] досліджується різниця між інтерполяцією (передбачення 

всередині області даних) та екстраполяцією (передбачення за межами даних). 

Показано, що багато сучасних моделей машинного навчання добре виконують 

інтерполяцію, але мають труднощі з екстраполяцією. У роботі [10] розгля-

дається гібридний підхід, який поєднує інтерполяційні та екстраполяційні 

методи для покращення точності прогнозування у задачах supervised learning.  

В роботі [11] запропоновано алгоритм, який поєднує метод емпіричної 

інтерполяції з нейронними мережами для реконструкції фізичних полів. Метод 

добре працює навіть при шумі в даних та нестабільних сенсорних вимірю-

ваннях.  
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У статті [12] описано метод використовує CNN-мережу для інтерполяції 

просторових даних, що дозволяє створювати безперервні карти просідання 

землі з більшою точністю, ніж традиційні методи (IDW, kriging).  

2. Інтерполяція у цифровій обробці сигналів 

У цифровій обробці сигналів інтерполяція використовується для: 

реконструкції сигналів, фільтрації, відновлення пропущених даних. Особливо 

поширені поліноміальна інтерполяція та сплакни. Використання згладжу-

вальних сплайнів дозволяє суттєво зменшити артефакти реконструкції, що є 

критично важливим для обробки медичних сигналів, аудіо та телекому-

нікаційних даних.  

3. Інтерполяція у комп’ютерній графіці та візуалізації 

Комп’ютерна графіка є однією з найінтенсивніших сфер застосування 

інтерполяції. Тут вона використовується для: масштабування зображень, 

текстурування, побудови кривих і поверхонь, анімації.  

Найбільш широко застосовуються: білінійна інтерполяція, бікубічна 

інтерполяція, сплайнові поверхні. 

У статті [13] порівнюються методи інтерполяції для підвищення 

роздільної здатності зображень.Дослідження показує, що різні алгоритми 

інтерполяції дають різну якість для різних типів зображень (шум, розмиття, 

контраст).  

Робота [14] описує оптимізацію квадратичної та кубічної інтерполяції для 

графічних систем реального часу. Метод дозволяє виконувати складні обчис-

лення через комбінацію лінійних інтерполяцій і забезпечити значне зниження 

обчислювальних витрат порівняно з типовими інтерполяціями вищого порядку.  

У статті [15] запропоновано метод інтерполяції між складними 3D-

поверхнями (елементами Без'є). Алгоритм використовує метричну інтер-

поляцію і чисельну оптимізацію для створення плавного переходу між 

формами.  

Перетворення в галузі комп'ютерної графіки та геометрії є однією з 

найважливіших концепцій для ефективного маніпулювання та керування 

об'єктами у двовимірному та тривимірному просторі. У статті [16] дослід-

жуються методи інтерполяції обертання і переміщення 3D-об’єктів. 

Цей підхід широко використовується у анімації персонажів та 3D-

трансформаціях.  

У [17] показано використання методів інтерполяції відеокадрів. Метод 

використовує нейронні мережі для генерації проміжних кадрів між існуючими 

відеокадрами, що дозволяє створювати плавний рух і slow-motion відео. У [18] 

запропоновано алгоритм для інтерполяції кадрів, який вирішує проблему 

конфлікту пікселів при проєкції в новий кадр. [19] демонструє метод 

машинного навчання для генерації та інтерполяції векторної графіки і анімації.  
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4. Інтерполяція у великих даних та наукових обчисленнях 

У задачах аналізу великих даних інтерполяція використовується для: 

відновлення пропущених значень, зменшення розмірності, чисельного моде-

лювання фізичних процесів. Сучасні інтерполяційні методи дозволяють істотно 

зменшити обчислювальну складність обробки великих наборів даних.  

Метод Шепарда – це швидкий алгоритм, який класично використовується 

для інтерполяції розсіяних даних у кількох вимірах. У статті [20] 

запропоновано алгоритм Шепард-інтерполяції для апроксимації розріджених 

даних на сферичних поверхнях. Метод комбінує локальні поліноміальні 

інтерполянти та вагові функції, що базуються на геодезичних відстанях, і 

забезпечує оцінку похибки та збіжності. Описаний в [21] метод поєднує 

класичну Шепард-інтерполяцію з алгоритмом, що дозволяє підвищити 

стабільність чисельних обчислень. Числові експерименти демонструють 

чудову продуктивність нового методу в обробці складних наборів даних, що 

робить його цінним інструментом для різних застосувань у наукових 

обчисленнях та аналізі даних Дослідження [22] пропонує єдину модель 

інтерполяції, що поєднує компактні функції та багатовимірні поліноми. Метод 

підвищує ефективність обчислень і точність апроксимації функцій у 

багатовимірних просторах. У роботі [23] застосовано кубічні сплайни для 

чисельного розв’язання рівнянь типу Власова, які використовуються в 

плазмовій фізиці та моделюванні динамічних систем. Метод [24] поєднує 

інтерполяцію Ньютона та Ерміта з методом скінченних елементів для 

ефективного розв’язання дробових дифузійних рівнянь. У [25] запропоновано 

чисельний метод на основі сплайнової інтерполяції, який використовується для 

розв’язування інтегродиференціальних рівнянь з сингулярними ядрами. Робота 

[26] досліджує квадратичні інтерполяційні моделі, що використовуються у 

методах оптимізації. Функції квадратичної моделі можуть вирішувати тестові 

задачі з меншою кількістю обчислень функцій, ніж традиційні алгоритми.  

5. Інтерполяція у керуванні та робототехніці 

У системах керування інтерполяція застосовується для планування 

траєкторій, згладжування руху, стабілізації систем, підвищення стійкості 

систем керування.  

У статті [27] запропоновано метод інтерполяції траєкторії для 5-осьових 

роботів, який використовує фільтри для згладжування траєкторії та обмеження 

прискорень під час руху. Метод підвищує точність обробки поверхонь і 

стабільність руху робота. У роботі [28] досліджується вплив кількості 

інтерполяційних точок на точність руху 6-осьового промислового робота. 

Показано, що збільшення кількості точок підвищує точність траєкторії, але 

надмірна кількість може викликати нестабільність системи керування. У [29] 

запропоновано метод поліноміальної інтерполяції траєкторії маніпулятора, 

https://portal.issn.org/resource/ISSN/2786-6025


  

 № 3(57) 

  2026 

 

 

 

ISSN 2786-6025 Online 

 

2837 
 

який підвищує точність руху і ефективність планування траєкторій для роботів 

із 6 ступенями свободи. Метод [30] створює безперервну навігаційну функцію 

шляхом інтерполяції дискретних даних карти середовища, що дозволяє 

мобільному роботу планувати траєкторію в реальному часі. У роботі [31] 

використано B-сплайн інтерполяцію для згладжування траєкторії роботи-

зованої руки. Це дозволяє покращити стабільність руху та точність виконання 

завдань у виробничих системах. Метод [32] використовує криві Безьє та 

інтерполяцію Ерміта для генерації плавних траєкторій маніпулятора, що 

мінімізує різкі зміни швидкості та прискорення під час руху робота.  

Мета статті: дослідження та розроблення програмної реалізації 

інтерполяційних алгоритмів та застосування їх у навчальному процесі  

Виклад основного матеріалу. У найбільш загальному випадку 

задача інтерполювання полягає у побудові такої функції )(xF , яка у заданих 

точках 
n

xxxx ,...,,
210

 набуває значень )(),...(),(),(
210 n

xfxfxfxf  заданої функції 

)(xf , а в інших точках заданого відрізку  ba,  наближує її. У такому випадку 

функція )(xF  є інтерполюючою по відношенню до )(xf . 

Нехай на відрізку  ba,  задано 1+n  точку 
n

xxx ,...,,
10

, які називаються 

вузлами інтерполяції, і значення деякої функції )(xf  в цих точках 

.)(,...,)(,)(
1100 nn

yxfyxfyxf ===  Потрібно побудувати функцію )(xF  , яка 

належить відомому класу і приймає у вузлах інтерполяції ті ж значення, що і 
),(xf тобто таку, що  

 

 .)(,...,)(,)(
1100 nn

yxFyxFyxF ===                       (1)  

 

Геометрично це означає, що потрібно знайти криву )(xFy =  деякого 

визначеного типу, що проходить через задану систему точок ),(
iii

yxM  

,...)2,1,0( =i . В такій загальній постановці задача може мати безліч розв’язків, 

або не мати жодного. Однак ця задача стає однозначною, якщо замість 

довільної функції )(xF  шукати поліном )(xP
n

 степені не більше n , що 

задовольняє умову (1), тобто таку, що .)(,...,)(,)(
1100 nnnnn

yxPyxPyxP ===  

Отриману інтерполяційну формулу )(xFy =  зазвичай використовують для 

наближеного обчислення значень даної функції )(xf  для значень аргументу x

, що відрізняється від вузлів інтерполяції. Це - інтерполювання функції )(xf . 

При цьому розрізняють інтерполювання у вузькому розумінні, коли  ,,
0 n

xxx   

тобто значення x  є проміжним між 
0

x  і 
n

x , та екстраполювання, коли 

 
n

xxx ,
0

 .. 
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Стандартна інтерполяція за Лагранжем 

Для довільно заданих вузлів інтерполяції часто користуються так званою 

інтерполяційною формулою Лагранжа. 

Нехай на відрізку ],[ ba  дані 1+n  різних значень аргумента: 

n
xxxx ,...,,,

210
 і відомі для функції )(xfy =  відповідні значення: 

,)(
00

yxf =
nn

yxfyxf == )(,...,)(
11

. (рис. 1) 

Потрібно побудувати поліном )(xL
n

 степені не вищі n  , що має в заданих 

вузлах 
n

xxx ,...,,
10

 ті самі значення, що і функція )(xf , тобто такий, що 

iin
yxL =)(  ),...,2,1,0( ni =  

 

 
Рис. 1. Інтерполяційний поліном Лагранжа 

 

Розв’яжемо спочатку часткову задачу: побудуємо поліном )(xp
i

 такий 

що 0)( =
ii

xp  при ij   і 1)( =
ii

xp   

Коротше ці умови можна записати наступним чином: 

  =)( ii xp






=

,,0

;,1

iякщоj

iякщоj
  

Так як шуканий поліном перетворюється в нуль в n  точках 

,,...,,,...,,
1110 nii

xxxxx
+−  то він має вигляд 

),)...()()...()(()(
1110 niiii

xxxxxxxxxxCxp −−−−−=
+−

 (2) 

де iC  - постійний коефіцієнт. Вважаючи 
i

xx =  в формулі (2) і 

враховуючи, що ,1)( =
ii

xp  отримаємо: 

 y=f(x) M0 

M1 

o xo x1 

yo 

y1 

xn 

yn 

Mn 

 y=F(x) 
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.1))...()()...()((
1110

=−−−−−
+− niiiiiiii

xxxxxxxxxxC  

Звідси: 

.
))...()()...()((

1

1110 niiiiiii

i
xxxxxxxxxx

C
−−−−−

=
+−

 

Підставивши це значення у формулу (2), будемо мати: 

Тепер перейдемо до розв’язання загальної задачі: до відшукання 

полінома )(xL
n

, що задовольняє вказаним вище умовам 
iin

yxL =)( . 

Цей поліном має наступний вигляд: .)()(
0


=

=
n

i
iin

yxpxL  

Насправді, по-перше, очевидно, ступінь побудо-ваного полінома )(xL
n

 

не вище n  і, отже маємо:  

jjjj

n

i
jjijn

yyxpyxpxL === 
=

)()()(
0

 ).,...,1,0( nj =  

  Векторна інтерполяція за Лагранжем 

Нехай на відрізку  ba,  задані точки 
k

t  (інтерполяційні вузли) і вектори 

 
kkk

yxv ,=  як значення деякої векторної функції )(tf  в цих точках, тобто 

 .,......,1,0,,)( nkyxvtf
kkkk

===  Треба знайти вектор-функцію 

 )(),()( tytxtr = ,  ba,t  , графік якої містить точки },{)(
jjjj

yxvtM == . За 

умови неспівпадіння вузлів 
kj

tt (  при kj   , ),0, nkj   інтерполяційна задача 

завжди має єдиний розв’язок 
=

==
n

s

s

sn
tptPtr

0

)()( у класі 
n

P  

поліномів степені n  від однієї змінної t  з векторними коефіцієнтами 
s

p . 

Знаходження полінома 
=

=
n

s

s

sn
tpxP

0

)(  зводиться до розв’язання завжди 

сумісної системи лінійних рівнянь 
=

===
n

s
kkk

s

kskn
yxvtptP

0

},,{)(

nk ,...,2,1,0=   

відносно векторних коефіцієнтів }.,......,,{
10 n

ppp  Але є інший шлях 

розв’язання цієї задачі - потрібно скористатись формулою Лагранжа для 

векторної інтерполяційної задачі: 

,)(},{)()()(
00


==

===
n

s
ssss

n

s
ssn

tLyxtLvtLtP  

де )(tL
s

 – елементарні поліноми Лагранжа, що визначаються за 

формулами: 
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.,0,
)).....()().....((

)).....()().....((
)(

110

110 ns
tttttttt

tttttttt
tL

nssssss

nss

ks
=

−−−−

−−−−
=

+−

+−  

На рис. 2 наведено вигляд форми програми [33-35], що реалізує описані дії. 

 

Інтерполяція є важливим розділом чисельних методів і прикладної 

математики, який займає значне місце у підготовці студентів спеціальностей, 

пов’язаних із комп’ютерними науками. Вивчення інтерполяційних методів 

дозволяє сформувати у студентів розуміння принципів роботи з дискретними 

даними, побудови математичних моделей та реалізації чисельних алгоритмів у 

програмному середовищі. Крім того, інтерполяція є важливим інструментом у 

сучасних технологіях, що активно використовуються у сфері комп’ютерних 

наук. Вона застосовується під час обробки великих масивів даних, у маши-

нному навчанні, при побудові графічних моделей, у системах моделювання 

фізичних процесів та у задачах оптимізації. Тому ознайомлення студентів із 

методами інтерполяції сприяє формуванню фундаментальної математичної 

підготовки, необхідної для подальшого вивчення спеціалізованих дисциплін та 

виконання практичних досліджень. 

 

 
Рис. 2. Форма програми, що реалізує розрахунок 

та побудова інтерполяційної кривої Лагранжа 

 

Висновки. Застосування інтерполяції є важливим у широкому спектрі 

наукових і прикладних галузей. У чисельних методах вона використовується 

для апроксимації функцій, інтегрування, розв’язування диференціальних 

рівнянь та побудови чисельних алгоритмів. У комп’ютерній графіці інтер-

поляція забезпечує побудову кривих і поверхонь, згладжування зображень та 

формування плавних переходів між геометричними об’єктами. У системах 

керування та робототехніці інтерполяційні алгоритми застосовуються для 

формування та оптимізації траєкторій руху, що дозволяє забезпечити плавність 

і точність переміщення механічних систем. Крім того, інтерполяція відіграє 
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важливу роль у сучасних методах аналізу даних і машинного навчання. Багато 

алгоритмів прогнозування фактично виконують інтерполяцію між відомими 

даними навчальної вибірки, що дозволяє будувати моделі, здатні оцінювати 

значення невідомих параметрів і узагальнювати закономірності, притаманні 

досліджуваним процесам. 

Таким чином, інтерполяція є універсальним інструментом матема-

тичного моделювання та обробки даних. Її застосування дозволяє підвищити 

точність чисельних розрахунків, ефективно працювати з неповними або 

дискретними даними та забезпечувати побудову адекватних моделей складних 

процесів у різних галузях науки і техніки. 
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